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摘 要:经验模态分解是目前分解非线性非平稳信号的有效方法,但其在应用时存在容易导致信号分解失真的端

点效应问题。通过对现有的压制方法所存在的不足进行改进,提出了基于灰度预测的变长度经验模态分解方法,
在端点处向外对称延拓一部分原始信号使其变成新的信号,进而利用基于灰度预测的经验模态分解方法计算固有

模态函数。每得到一个固有模态函数之后,在两端切掉一定长度的序列,即预测不准确序列,从而避免因该序列被

代入下一个固有模态函数的求解而导致中间信号被污染;随后利用正弦叠加信号和非线性非平稳信号等仿真数据

进行分解实验。实验结果表明:无论是正弦叠加信号还是非线性非平稳信号,基于灰度预测的变长度经验模态分

解方法的计算结果误差均小于常规经验模态分解和基于灰度预测的经验模态分解方法,同时对端点处相位信息的

处理也更准确。
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对于一般的非线性非平稳信号,信号特征多表现为时变和频带混叠,导致有效信号往往存在于某一个或

几个频带中,因此从原始信号中分离和提取有效信号是信号处理的重要研究内容之一。经验模态分解(Em-
piricalModeDecomposition,EMD)是由美籍华人Huang等[1]于1998年提出的一种信号谱分解方法。该方

法的核心思想是任何复杂的信号都可以被分解成有限个固有模态函数(IntrinsicModeFunction,IMF)和1
个剩余分量之和。因为该方法是在基于信号本身特征的基础实现的分解,它与基于傅里叶变换的方法相比,
具有更强的自适应性和局部时频分析能力,因此在分析非线性和非平稳信号中具有很高的实用价值。

虽然经验模态分解被认为适合分解非线性和非平稳信号,但由于其提出时间较短,缺乏理论支撑,需要

解决的问题很多,例如在应用经验模态分解时信号边界很容易产生信号分解失真问题,即端点效应。其产生

原因是在基于EMD方法进行信号分解时,由于端点处为非极值点,在计算信号包络时会出现端点处不能完

全包络以及由三次样条插值引起的过冲和欠冲等问题,这会使得分解后的IMF函数误差过大,从而对信号

分解结果的准确度产生严重的影响。
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目前国内外学者已提出了多种压制端点效应的方法,如特征波法[1],波形匹配法[2],镜像圆周对称延拓

法[3-4],极值点镜像延拓法[5],基于时间序列预测模型(AutoRegressionMovingAverage,ARMA)的延拓方

法[6],基于神经网络的时间序列预测方法[7-8]以及基于灰度预测模型的延拓方法[9]等。但这些方法在应用中

均存在一定程度的不足。例如,特征波法的问题在于非平稳非线性信号的两端具有的波形特征不一定相同,
所以选择合适的特征波比较困难;波形匹配法在实际应用中计算效率相对低下;镜像圆周对称延拓法则将端

点直接做为极值点进行处理,反复迭代计算过程中会引起端点值的失真;极值点镜像延拓法通常把距离端点

最近的极值点作为镜面点对信号进行延拓,当端点不是极值点时还需对信号进行截断处理,如果数据较短,
则端点效应的压制会失效;基于时间序列预测模型的延拓方法和基于神经网络的延拓方法两种方法预测效

果较好,但存在计算效率低下和对大数据量和信号周期化的依赖等问题;基于灰度预测模型的延拓方法根据

已知的极值点位置和数据利用灰度预测模型预测未知的极值点位置和数据,与前述其他方法相比,该方法在

计算效率和抑制效果等方面均有显著改善,但由于灰度预测方法本身的限制,其效果仍有待提升。
本文围绕经验模态分解中的端点效应问题,对常规基于灰度预测模型的端点延拓方法[9]加以改进,实现

了基于灰度模型的变长度经验模态分解方法,并利用仿真数据进行结果对比。

1 EMD基本原理及端点效应

1.1 EMD基本原理

EMD算法基于任何信号都是由有限个固有模态函数组成,每一个固有模态函数都可以通过以下方法

得到:
假设原始信号为x(t),找出信号的全部极值点,将所有局部极大值点和所有局部极小值点分别进行拟

合得到envmax(t)和envmin(t),这样使所有的信号数据包含在2条包络线之间。2条包络线的平均值记为

m1(t),其表达式为

m1(t)=
envmax(t)+envmin(t)

2
。 (1)

将原信号x(t)减去m1(t)得到一个新信号h1(t),即h1(t)=x(t)-m1(t),此过程称为筛分。若

h1(t)满足IMF条件[5],则h1(t)为第1个固有模态函数;若h1(t)不满足IMF条件,则将所得的h1(t)序

列作为待处理数据,重复进行上述的筛分工作,直到所得序列满足IMF条件为止。这样便得到信号x(t)的

第1个固有模态函数,记为c1。 将c1 从x(t)中分离出来,可以得到去除掉高频成分后的剩余部分r1=
x(t)-c1,然后把r1作为原始数据重复以上过程,可以得到x(t)的第2个固有模态函数c2。 以此类推,如
果最终得到剩余分量 (rn)比预定的误差要小,或当rn 变成1个单调函数不能再继续筛分时,则停止上述分

解过程。最终原始信号可以表示为

x(t)=∑
n

i=1
ci(t)+rn(t), (2)

式中,ci 为IMF分量。

1.2 端点效应

在EMD分解过程中,对极小值和极大值包络的求取通常采用插值的方法。当信号端点处不为极值点

时,包络计算将产生明显误差,由此分解得到的第i个IMF分量比第i-1个IMF分量在端点处会由于误差

累计产生更大的误差。与此同时,误差还会由数据两端向内传播,从而导致整个分解过程失去意义。
这里对信号端点作举例说明。设原始信号为

x(t)=sin(10πt)+cos(12πt+9)+cos(36πt+2), (3)
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式中,t∈[0,0.3],采样频率为10000Hz,对该信号进行经验模态分解时需要求取其极大值包络、极小值包

络以及包络的均值(图1)。
由图1可见,如果端点处不是极值点,那么求取的包络在端点处就会出现“欠冲”或“过冲”现象,从而导

致计算过程中在端点处出现误差。

图1 经验模态分解的端点效应

Fig.1 Edgeeffectofempiricalmodedecomposition

2 基于灰度模型的经验模态分解方法

根据前文所述,为了压制EMD的端点效应,需对端点处的极值点进行有效预测[6]。因此这里利用一阶

单变量灰度预测模型算法对端点处极值点实现预测,并基于广泛使用的三次样条插值方法进行包络计算。

2.1 一阶单变量灰度预测模型

定义X(0)为预测模型的数据集合

X(0)={x(0)(1),x(0)(2),...,x(0)(n)}, (4)

X(1)为X(0)的一次累加生成数序列

X(1)={x(1)(1),x(1)(2),...,x(1)(n)}

x(1)(k)=∑
k

i=1
x(0)(i)  k=1,2,...,n{ , (5)

Z(1)为X(1)的紧邻均值生成序列

Z(1)={z(1)(2),z(1)(3),...,z(1)(n)}

z(1)(k)=0.5[x(1)(k)+x(1)(k-1)]{ 。 (6)

假定建模序列同号,则其累加生成数序列为单调序列。如果将这个单调序列用指数曲线进行拟合,则该

序列可以写成的微分方程为

dx(1)

dt +ax(1)=b, (7)

该式的解为

x(1)= x(1)(1)-
b
a

é

ë
êê

ù

û
úúe-at+

b
a
, (8)
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式中,a,b是待定系数。其中a,b是待定系数。

根据中值定理和平均值近似,式(7)中dx
(1)

dt
和x(1)(t)分别用x(0)(k+1)和z(1)(k+1)替换后得到:

x(0)(k)+az(1)(k)=b  k=2,3,...,n, (9)
式(7)通常被称为上式的白化方程或影子方程。设α̂ 为未知向量,α̂=(a,b)T。则α̂ 的最小二乘估计满足

α̂=(BTB)-1BTYn, (10)

式中,B=

-z(1)(2) 1
-z(1)(3) 1
︙ ︙

-z(1)(n) 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,Yn =

x(0)(2)

x(0)(3)
︙

x(0)(n)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

。

根据以上论述,式(9)所示的灰色微分方程的时间响应序列为

x̂(1)(k+1)=[x(1)(1)-
b
a
]e-ak +

b
a  k=1,2,...,n, (11)

还原值为

x̂(0)(k+1)=x̂(1)(k+1)-x̂(1)(k), (12)
此即预测方程。

2.2 残差模型

对于上文中得到的预测模型,其精确程度可通过残差值进行检验。根据x(0)(i)与x̂(0)(i)建立绝对残

差序列

Δ(0)={x(0)(i)-x̂(0)(i)  i=1,2,...,n}, (13)
及相对残差序列

φ={
Δ(0)(i)
x(0)(i)
é

ë
êê

ù

û
úú %  i=1,2,...,n}, (14)

进而得到平均相对残差

φ=
1
n∑

n

i=1
φi, (15)

给定α,当φ <α,且φn<α 成立时,称所求出的预测模型为残差合格模型。
此外,利用残差值还可对预测模型值进行修正,令残差值序列为

ε(0)={ε(0)(1),ε(0)(2),ε(0)(3),…,ε(0)(n)}

ε(0)(k)=x(0)(k)-x̂(0)(k)  k=1,2,...,n{ , (16)

则修正模型写作

x̂(1)(k+1)= x(0)(1)-
b
a

é

ë
êê

ù

û
úúe-ak +

b
a +δε(1-eaε)ε(0)(1)-

bε

aε

é

ë
êê

ù

û
úúe-aεk  k=1,2,...,n, (17)

式中,δε 为校正权重系数,α̂ε 为残差模型的未知向量,α̂ε =[aε,bε]T。 利用x̂(0)(k+1)=x̂(1)(k+1)-

x̂(1)(k)可得修正后的预测模型值。

2.3 灰度预测流程

对于符号相同的数据,利用灰度预测方法往往能够得到较好的预测结果,因此,为使原始数据满足这个

条件,可对原始数据x(0)(t)(t=1,2,3,…,n)做如下变换:

x􀮨(0)(t)=
x(0)(t)-xmin

xmax-xmin
, (18)
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式中,xmax和xmin是x(0)(t)的最大值和最小值。对x􀮨(0)(t)进行灰度预测得到预测数据x�̂�(0)(t),然后利用

反变换式

x̂(0)(t)=x�̂�(0)(t)(xmax-xmin)+xmin, (19)
得到原始数据x(0)(t)的预测值。

灰度预测模型的算法流程如下:预测的次数为m,预测的序列为x̂(0)(t),其中,t=1,2,3,…,n,…,

n+m。

1)数据初始化:xmin=min(x(0)(t)),xmax=max(x(0)(t)),x􀮨(0)(t)=
x(0)(t)-xmin

xmax-xmin
;

2)计算x􀮨(0)(t)的1次累加生成数序列x􀮨(1)(t)和紧邻均值生成值序列z(1)(t);

3)根据式(10)构建矩阵B 和Y,并计算α̂=(BTB)-1BTYn,求得[a1,b1]T;

4)对于t=1,2,3,…,n,将 [a1,b1]T 代入式(11)求得x�̂�(1)(t+1);

5)根据x�̂�(0)(t+1)=x�̂�(1)(t+1)-x�̂�(1)(t)求得x�̂�(0)(t+1),利用反变换式得到原始数据x(0)(t)的预测

值;

6)计算原始序列x(0)(t)与x̂(0)(t)的相对残差序列φ,并计算平均相对残差φ。 给定α,当φ<α,且

φn<α成立时,称模型为残差合格模型;当φ>α或φn>α时,计算残差模型输入数据ε(0)(t),并计算残差

模型和修正模型,利用修正模型求得x�̂�(1)(t+1),然后重复步骤5)和6),直至得到残差合格模型。

7)对于t=n+1,…,n+m,利用修正模型求得x�̂�(1)(t+1),进而求得x�̂�(0)(t+1),最后可得到原始数

据x(0)(t)的全部预测值。

2.4 基于灰度预测的端点延拓

基于灰度预测的端点延拓方法主要用于极值点序列的延拓,利用已知的n 个极值点位置和数据,预测

m 个未知的极值点位置和数据。以极大值的延拓为例,在EMD每次迭代的过程中,当得到极大值点序列之

后,分别利用两端的4个已知极大值构建灰度预测模型,然后向两端分别延拓2个极大值点,从而得到新的

极大值点序列,极小值点延拓同理可得。
端点延拓的具体步骤如下:假设用于预测的n 个极值点的位置序列为lk(k=1,2,…,n),极值序列为

vk(k=1,2,…,n);预测出的m 个极值点位置序列为lk(k=n+1,n+2,…,n+m),极值序列为vk(k=
n+1,n+2,…,n+m)。对于i=1,2,3,…,m,第i个预测的极值点位置li+n 可以用 {li,li+1,…,

li+n-1}进行预测,第i个预测的极值vi+n 可以用 {vi,vi+1,…,vi+n-1}进行预测。

3 基于灰度预测的经验模态分解的改进

3.1 常规基于灰度预测的经验模态分解方法存在的问题

常规灰度预测模型在端点延拓方面相对于镜像延拓,对称延拓,基于AR模型延拓和基于神经网络延拓

方法有更好的效果,但灰度预测方法在应用中仍存在一些问题:

1)存在矩阵B 为0的情况:在灰度预测的过程中,需要求解矩阵B,然而由于对数据进行了标准化处

理,使得矩阵B 中的第1列数据存在全为0的情况,所以导致计算出现问题。

2)极值点位置预测不准确的情况:极值点位置序列存在预测过程中仍大于0的情况,没有对端点处的值

做有效预测。例如,存在对极值点位置的预测始终大于0的情况,这样对端点处的包络求取仍存在问题。
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3)未考虑端点极值情况导致结果不准确:对复杂多变的信号,特别是在端点处有剧烈变化的信号,若不

考虑端点极值情况,预测的结果将导致端点处欠包络。与之相较,极值点镜像延拓法,极值点对称延拓法则

能有效解决该问题。

4)信号端点处的污染往往无法避免,并会影响下一阶固有模态函数的精度。

3.2 变长度经验模态分解方法

针对以上问题,本研究提出基于类对称延拓和灰度模型结合的方法进行数据的经验模态分解处理,在
EMD分解过程中,对信号做端点延拓实际上都是依靠原有数据的特征做出的预测,对于非线性非稳定信

号,如果端点处的变化毫无规律又变化剧烈,通过各种预测方法得到的结果可能都是徒劳。由于预测不可能

完全准确,可能多次迭代之后端点处的值出现发散,并将向内污染整个序列。鉴于此,研究通过在端点处向

外对称延拓一部分原始信号,使其变成新的信号,在每得到一个IMF分量之后,在两端切掉一定长度的序

列,这段序列为预测不准确的序列,切除之后,这种预测不准确序列不会被代入下一个IMF的求解,从而最

大程度的保证中间信号不被污染。
基于灰度预测的变长度经验模态分解流程:

1)设原始数据的长度为N,原始数据序列为xi,其中i=0,1,2,…,N -1。 设各端延拓的长度为

Length,本实验中令Length=N/10,IMF的最大阶数为 M,则每次切掉的长度为step=Length/M。
2)建立新的序列x⌒i,其中i=0,1,2,…,N+2Length-1,对新序列进行赋值;对于k=0,1,2,…,

N -1,令x⌒k+Length =xk。

3)根据端点处数据的大小判断延拓的方式,以左端点为例:

x⌒i=δ·2x0-x2Length-i  ximin< x0 <ximax

x⌒i=x2Length-i      else{ , (20)

式中,当x0 的幅值较大时,以该点为对称点做对称延拓;当其幅值介于原始信号最小值ximin 与原始信号最

大值ximax 之间时,以该点为中心点做类中心对称延拓,δ∈[0,1]为权系数。右端点处延拓方式同理可得。

4)然后对新序列x⌒i 进行经验模态分解,其端点延拓方式选择基于灰度模型的延拓。

5)当得到k阶IMF分量h
⌒
之后,将h⌒i 中下标为i=Length,Length+1,…,Length+N-1的N 个点

的值,赋值给IMFk
i,其中i=0,1,…,N -1。

6)将步骤5)中得到的k阶段IMF分量h
⌒

从步骤4)所述的新序列中减掉,得到剩余分量r⌒i,其中i=0,

1,2,…,N+2Length-1。然后,在剩余分量r⌒i 的两端分别减去step 个点的值后得到r⌒
⌒

i,且令Length=

Length-step,则序列长度为i=0,1,2,…,N +2Length-1,以r⌒
⌒

i 为新序列再次执行第4),5)和6)步
骤,直到满足EMD分解结束的条件。

4 模型仿真实验

模型仿真实验的内容包括基于本研究的方法和灰度预测的EMD方法分别对正弦叠加信号的分解以及

非线性非平稳信号分解效果的比较。

4.1 正弦叠加信号的分解

实验中用于分析的信号为

x1(t)=sin(10πt)+6sin(50πt)  t∈ [0,1], (21)
式中,信号的采样频率为500Hz,合成后的信号如图2所示。在理想条件下,此信号应该被分解成2个正弦

IMF分量x11=sin(10πt)和x12=6sin(50πt)以及一个剩余分量x13=0,各分量信号如图3所示。
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图2 合成信号x1(t),t∈ [0,1]

Fig.2 Synthesizedsignalsx1(t),t∈ [0,1]

分别用常规经验模态分解方法、基于灰度模型的方法以及本研究提出的改进方法进行信号分解,可以得

到如图4~6所示的结果。利用式(22)对分解得到的IMF分量与理论结果进行误差计算:

S=∑
3

i=1
∑

t∈[0,1]
[IMFi(t)-x1i(t)]2, (22)

式中,IMFi(t)代表在t采样点处第i阶固有模态函数的值。
经计算得到,基于灰度预测的经验模态分解所得结果的误差为(±3.3378),本研究提出的方法的误差

为(±0.0254)。由此可见,本研究提出的改进方法的效果要优于改进之前的结果。

图3 信号子成分x11,x12 以及x13

Fig.3 Signalsubspacex11,x12andx13

图4 常规经验模态分解的结果

Fig.4 Resultsofconventionalempiricalmodedecomposition
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IMF分量 剩余分量 理想结果

图5 基于灰度模型的经验模态分解的结果

Fig.5 Resultsofempiricalmodedecomposition
basedongrayscalemodel

IMF分量 剩余分量 理想结果

图6 基于本文提出的改进方法分解的结果

Fig.6 Resultsofdecompositionbasedonthe
improvedmethodproposedinthisstudy

4.2 非线性非平稳信号的分解

本实验中用于分析的信号为

x2(t)=15sin[(t/80)1.5π]+3sin[(t/100)0.8π]+t/500+5  t∈ [0,3000]。 (23)

图7 原始信号x2(t),t∈ [0,3000]

Fig.7 Originalsignalx2(t),t∈ [0,3000]

信号的采样频率为1Hz,其波形如图7所示。
在理想条件下,此信号可以被分解成2个正弦

IMF分量x21(t)=15sin[(t/80)1.5π]和x22(t)=
3sin[(t/100)0.8π]及1个线性剩余分量x23(t)=
t/500+5,各分量波形如图8所示。

这里分别用常规经验模态分解方法、基于灰

度模型的方法以及本文提出的方法进行信号分

解,得到如图9~11所示的结果。对比3种方法

的处理结果可以看出:在波形吻合度方面,利用

本文提出的方法所得到的固有模态函数与原信

号吻合程度最高,而且对信号两端的相位信息处

理更准确,基于灰度模型方法所得结果的吻合程度次之,常规经验模态分解方法得到的固有模态函数的个数

与原信号不一致,其吻合程度最差;在计算误差方面,利用式(23)分别计算基于灰度模型的方法以及本文所

提出方法的结果误差,其中基于灰度预测的经验模态分解所得结果的误差为(±527.8),本研究所提出方法

的误差为(±311.6195),因此本文所提出方法的结果误差更小。综上,本研究提出方法的分解效果要优于

未改进之前方法的结果。
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图8 原始信号的分量x21(t),x22(t),

x23(t),t∈ [0,3000]

Fig.8 Orignalsignalsubspacex21(t),x22(t),

x23(t),t∈ [0,3000]

图9 常规经验模态分解的结果

Fig.9 Resultsofconventionalempirical
modedecomposition

IMF分量 剩余分量 理想结果

图10 基于灰度模型经验模态分解的结果

Fig.10 Resultsofempiricalmodedecomposition
basedongraymodel

IMF分量 剩余分量 理想结果

图11 基于灰度模型的变长度经验模态分解的结果

Fig.11 Resultsoflength-varyingempiricalmode
decompositionbasedongraymodel

5 结 论

针对经验模态分解方法中的端点效应问题展开研究,对常规基于灰度预测模型的端点延拓方法存在的

问题加以改进,并提出了基于灰度模型的变长度经验模态分解方法,然后利用仿真数据进行对比。模型实验
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结果表明:

1)对于正弦叠加信号,常规基于灰度预测的经验模态分解所得结果的误差为(±3.3378),本文提出的

方法的误差为(±0.0254),应用改进方法之后的分解精度得到显著提升;

2)对于非线性非平稳信号,常规经验模态分解方法基于灰度预测的经验模态分解所得结果的误差为(±
527.8),用本文提出的方法的误差为(±311.6195),应用改进方法之后的分解精度仍然得到提升,同时,本文

提出的方法对信号端点处相位信息的处理更准确。
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Abstract:Empiricalmodedecompositionisaneffectivemethodtodecomposenonlinearnon-stationarysig-
nalsatpresent,buttheedgeeffectthatispronetodecompositiondistortionatthesignalboundary.Ai-
mingatthelimitationsofthecurrentmethodsforsuppressingtheedgeeffect,thispaperproposesa
length-varingempiricalmodedecompositionmethodbasedongraypredictionandusesthesimulationdata
suchassinusoidalsuperpositionsignalandnonlinearnon-stationarysignaltorealizedecompositionexperi-
ments.Theexperimentalresultsshowthatthecomputationalerrorofthelength-varingempiricalmodede-
compositionmethodbasedongraypredictionissmallerthantheconventionalempiricalmodedecomposi-
tionandtheempiricalmodedecompositionmethodbasedongrayprediction.Furthemore,themethodpro-
posedinthispaperismoreaccurateinaspectofphaseinformationprocessattheendpoint.
Keywords:edgeeffect;grayprediction;length-varingempiricalmodedecomposition;nonlinearandnon-
stationarysignals
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